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Modele fluide stochastique

Modéliser le traffic dans un réseau a haut débit

Débits d’entrée/sortigérés par une CMTC de générateur infinitésiial

W

Q

*Cj

On traitera les deux cas suivants :
Buffer a capacité infinie
Buffer a capacité finie
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Modele mathématique

SoitX; : I'état a l'instantt gouvernant les entrées/sorties
e Hypothéses

(Xt)t>0 est une CMI sur un espace d'états et de g.i.A

e Données
A chaque état € S, on note :

ri . débit d’'entrée associé a |'étiat
c . deébit de sortie associé a |'état
Alors d; = r; — ¢; correspond au débit d’entrée effective relatif a

e Objectif
Déterminer numeériquement la distribution de

Q: = niveau du liquide dans le buffer a I'instaint
Qs = niveau du liquide en régime stationnaire
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Systeme différentiel

Régime transitoire

Pourt > 0,x > 0eti € S on pose :
Fi(t,X) =P(Qt < X, % = i)
Il a été prouveé que

OF; '
_d‘a_xl(t’x) + ,Ze; Fi(t, )Aj, Vies

oF

= _8_x(t’X)D + F(t,x)A

avecD = diag(di,i € S) : matrice diagonale
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Systeme différentiel

Régime stationnaire

On pose :
Fi(X) = Fi(oo,x) = lim P(Q < x, X = i)

t—4o0

Sous la condition de stabilif¢ < 1 (capacité infinie), le processus
((Qt, Xt))t>0 converge en loi verfQu., X« ). D'ou :

Fi(xX) = P(Qe <X, Xoo =1), X>0,VieS

Par passage a la limite, 'égalité

oF oF

E(t’ X) = —a(t’X)D +F(t, A

donne :

= F(oc0,X)A = F/(X)D = F(x)A
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Conditions aux limites

On noteS* = {i € S/d; > 0} etS™ = {i € S/d; < 0}

Capacité infinigsous I'hypothése < 1)

o Fi(0) = P(Quo < 0,Xoo = i) = 0,Vi € S
o lim Fi() = lim P(Qu<XXw=0)=P(Xs=i)=m, VicS

Capacité finieB

o Fi(0) = P(Qu < 0,Xoo = i) = 0,Vi € S
o lim Fi(x) = lIm P(Qu < XX =1) =P(X =i) =m, VieS

Xx—B—
F(X)A=F'(x)D F(x)A=F'(x)D
~ { Fi(0)=0, Vi e S Fi(0) =0, Vie St
XIirer Fi(x) =m, VieS ""BL Fi(x) =m, Vie S .
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Forme générale de la solution

e Dinversible ¢ £ 0, Vi € §
F(X)A = F'(x)D & F/(x) = F(X)AD™! < F(x) = F(0) exp(xAD %)

¢ D singuliere @i € S/d; = 0)
Considérer la partition

S=S5U%, avecS= {i/d # 0} et = {i/d = 0}
Alors,ona:

A

F(x)D = Fg(x)A avec A= Ag— AsgAseAss
Fo(X) = —Fs(X)As5Ass,
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Unicité de la solution

Nabli et Ouerghi Perf. Eval 2009

La solution générale du systéme différentiel :

F(x)A = F'(x)D
Fi(O) =0, Vi e St
{ liMmy— 400 Fi(X) =7, Vi €S

est de la formé=(x) = F(0) exp(xAD1).

Comment déterminer la C.1.E(0) = (P(Qx < 0,Xo =i),i €9)?

Théoréme
Sous la condition de stabilité < 1, la marice AD 1 admet exactement
|S™| — 1vp surCT, |[S"| vp surC~ et une seule vp nulle.
@ F(0)=0, Vi € S*.
@ F(0)L <v/vpe C" »:|S| — 1 équations linéaires
© F(X)A=F(X)D = > dF(x)=0= > dm =>_ dFi(0).
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1ére approche : Méthode spectrale

Anick, Mitra et Sondhi, Publié en 1981

e Modéle considéré
e N sources ON/OFF indépendantes et identiques
e Chaque source vérifie ON_~ :débit=1, duree- Exp(1)
OFF : débit =0, durée- Exp(\)

)A 2\

@ NAz l(l\izl. o ;N_llN A@

1 N —

e Hypothéses
@ Le PM(X;)i>0 est supposé étre un PNM particulier

@ Flux d'entrée associé al'étatri =i, Vie S
© Flux de sortie constantg; =c¢, Vi€ S
© D =diagd,i € S inversible :di =i —c#0, Vi S={0,...,N}
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Solution AMS

@ Chaque vz de AD?! est solution d’'une équation trindme
@ Ces vp sont toutes simples

ZN—(C'|—1< << N=0< 2y < - <ZN—[C]
e Le vecteur proprev(‘) associé & est donné par :

ZC— NA+ NAry

(i) _ 1)N- k=1 N—k—i+| _
v JZCKCN T aveck = 1)

~ F(x) = F(0) exp(xAD™ 1) = F(x) = Z:b.eax

o Les conditions;( IJirm Fi(xX) = 0 donnent b =0 V|/z| >0
® Fi(0) = mj, pouri € S, donnent b = —(;37)" 1 75
N—[c]-1
— F(x) = byv™) Z bie#*v()
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2ieme approche : Polynédmes orthogonaux

Van Doorn et Scheinhardt, Publié en 1997

e Modéle considéré
e (Xt)t>0 est un PNM arbitraire s = {1,...,N}

A A2 AN—2 AN-1
OmOutrm O ()
w2 U3 HN—1 HUN

e Hypothéses
@ Le PM(Xi)t>0 est supposeé étre un PNM arbitraire
@ Flux d’entrée associé a I'étanarbitraire :r; > 0, Vi€ S
© Flux de sortie variablec; > 0, Vi € S
© D =diag(d,i € S)nonsinguliéredi =r; — ¢ #0, Vi€ S
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2ieme Solution

@ Soit(An(X))n>o la suite de polyndmes définie par :

An(X) = (X+ 3 + F2) An-1(X) — 2% An-2(X)
Do(x) =1 et Al()—x“iw

@ xAn_1(X) est le polyndme caractéristique A&~

o La suite(An(X))n>0 sont 2 & 2 orthogonaux (Th. de Favard)
o Les racines dé\y_1(x) sont réelles et simples

e Chaque vecteur propsd) associé a la vg vérifie

vilaD™! = zv0) & { N W = (diig +(/\)| 1+ Hi-1)V, |(j)1 - )‘ifZVi(Qz
=1 et vy, = d12] + A1
En conclusion, la distribution jointe d€, X ) S'écrit :
F() = 7 + >, beivl) ot (bj) est solution du SL
i + Ef':*o iji(j) =0 pouri € S"
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3iéme approche

H. Nabli, Perf. Eval. 2004

e Basée sur [Uniformisation|
A la place du giA, on travaille sur la matrice stochastique

A .
P= " +1 avec A=maq{—g;/i € S}

o Elle n'est pas spectrale.
@ S’appligue aux modeéles fluides généraux

@ Le PM(Xi)t>0 est supposé étre un Pl arbitraire

@ Flux d’entrée associé a I'étatrbitraire :r; > 0, Vi € S
© Flux de sortie variablec; > 0, Vi € S

© D =diag(d,i € S) peut étre singuliére
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Solution du modele générdB = o)

PourD inversible ou singuliéreon a :

AX (M)k
F(x) =Y e a -9 h(k)avecb(k) = lim b(n,k)
k>0 n—-+4oo
La suite(b(n, k))o<k<n est définie par :
oi c St
d
1- —)bi(n,k—1)+ bj(n—1,k—1)P; pourk >0
b(n,k)_{ ( dl)l dIIZE;J ji p
i pourk =0
eicS
—d;
——bi(n,k+ 1) + bj(n—1,k)P; pourk <n
b-(n,k)_{ a—a" J;' P
0 pourk =n

0<bi(nk) <m, VieS
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Calcul des vecteurs(n, k)

0

TS

0y

*

L -

*

Trs+

L

*

Trs+

L

A partir de quel rang, la limite de(b(n, k))n>k est-elle atteinte ?
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Calcul numérique

@ Déterminer le rangh,, = min{n € N/b(n,0)d* < de etb(n,n)1* < ¢}
@ Onab(n., k) ~ b(k) ac pres

(2K
© Considérer le rangl(c) = mm{neN/Ze T d)

k=0

>1-—¢}

@ Alors, on obtient :

Ax\k
F(X) = Ze’?x( ﬁ!) b(Neo, K) + &(Noo, N(£))
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Remarque
Par opposition aux files d'attente discrétes, on a:

P(Q > 0) # p oUp est lintensité du trafic

n |
: p
06 - \ 4

e \\ ,

~—
0.2 - ]\ -
0 I I L
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Figure:p = 2 etP(Q > 0) en fonction dec
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Etude comparative

Critéres
o Complexité temporelle
o Stabilité numeérique
o Précision

Modéle considéré

Pour pouvoir comparer les différentes méthodes, on estainhtle choisir
le modéle le moins général a savoir AMS.
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Coclusion et perspective

e Conclusion

La méthode basée sur I'uniformisation est :
o Générale
o Numériquement stable
@ Précise
o Parfois pénalisée en temps de calcul

e Perspectives

@ Construire et définir un objet mathématique qui mesure kssi de
convergence de la suit®(n, k))n>k vers sa limiteb (k)

@ Calculer les différents moments e,
o Etudier deux buffers en série
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